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Probleme 1

Soitfy(x) = 8™ n>1  x € [0, +oof

nX

+00

1. Montrer que )’ f,(x) converge simplement dans [0, +oo[

n=1
Solution:

En appliquant le critére d'Abel:

On pose a, = nix et b, = sin(nx)

e Etona:
+00 +00 +00
B,= Y b,= Y sin(nx)=Im(Y e™)
n=1 n=1 n=1
o Six# 2km :
+00 +00
. . _ _i(nt1)

Y sin(nx)=Im( Y, e™)=Im(+3 ):Im(m) =Im(;
n=1 n=1
_ (1—cos(x)) . sin(x) _sin(x) sin(x)
- Im( 2-2c0s(x) + 1'2—2cos(x)) ~ 2-2cos(x) et | 2-2c0s(x) | <1
e Six = 2k :

+00

Y sin(nx)=0< 1
n=1

+00
= | Y a.b, converge sur [0, +oo[
n=1
. sin(nx)
2. Posons f(x) = Y — pour tout x € [0, +oof
n
n=1

+00

a). Etudier la convergence uniforme de ) f,(x) dans [, +oo[

n=1
+00

On a a, est une fonction positive décroissante et converge vers 0. (lim nlx = lim

1.(1—cos(x)+i.sin(x))

1-cos(x))2—(i.sin(x))?

b). Soit a €]0, [, montrer que Y fu(x) converge uniformément dans [a, r]

n=1

Solution :

1

eln(n)x

- 0)



» En appliquant le critere d'Abel mais cette fois-ci pour la convergence uniforme.

On pose a, = nix et b, = sin(nx)
+ On a a, est une fonction positive décroissante et converge uniformément vers 0.
(limsup| X - 0] - 0)avecx<aetO<a
n

e Etona)’ |bn | est majorée par 1. (d'aprés la derniere question).

+00

= | Y dan.bs converge uniformément sur ]0, +oo[

n=1

3. Montrer que [ est continue dans ]0, +oo[

Solution:

+00

Ona ) fu(x) converge uniformément sur ]0, +oo[

n=1
Onafy(x) = % avec n > 1 est continue sur ]0, +oo[

( sin(nx) est continue sur R, esp. sur R ; n% est continue sur Ry, esp. sur R}
= fu(x) = sin(nx).n—lx est continue sur R}, comme produit des fonc. continues.)

- De et on déduit que f(x) (la somme vers laquelle notre série converge) est continue sur |0, +oo[

4,
+00
cos(nx) . i
a). Montrer que ), ——— converge uniformément dans [b, +oo[ pour yout b > 1.
n=1 n
Solution:

Une autre fois le critere d'Abel &=

On pose a, = n},l et b, = cos(nx)

« On a ay, est une fonction positive décroissante et converge uniformément vers 0. (lim sup | n% -0| =- 0)
pour x < betb > 0

« Etonay |by| = 3 cos(nx)=Re( Y e™)
n=1 n=1

e Six#2km:



+00 +00

¥, cos(m)=Re( 3, €™)=Re(15£5) = Re(—essiray) = Re( ety )

1-ei¥ 1-cos(x))?—(i.sin(x))?
(1- cos(x)) ” 1 sin(x) (1—cos(x)) (1—cos(x))
- ke( 2-2cos(x) t2- 2cos(x)) 2-2cos(x) et | 2-2cos(x) | <1
e Six = 2k :
+00
| 3 cos(nx)| =1<1
n=1
+
cos(nx , ]
Alors ), ——=— converge uniformément dans [b, +oo[ pour tout b > 1.
n=1
+00

b). Montrer que ) f'n converge uniformément dans [b, +oo[ pour tout b > 1.
n=1

Solution:

Ona: fn(X) _ M fr’l(x) — (sin(nx) )' - nX+1.Cos(nx)—ln(n)_nX,sin(nx) — cos(nx) _ ln(n)%

ex.ln(n) nx nx1

Alors Z f - + Cosx(nlx) In (n)sm(nx) +Z Cos(nx) ~ In(n )+Z sm(nx)
n=1 n= 1 n n n=1
oo
cos(nx)
=2 — In(n)fn (%)
n=1
o cos(n ) + cos(nx)
o fn(x) cv unifomément sur [1, +oo[, e Z cv unifomément alors due a la linéarité ) 1
+00 =
In(n)fa(x) = ¥ f (x) converge uniformément sur [1, +oo[
n=1

c). En déduire que f est dérivable dans ]1, +oo[

Solution:

sm(nx)

e Ona est de classe C! sur ]1, +oo[ .

e Ona fn(x) est convergente sur ]1, +oo[.

+00

« Ona Y f(x) converge uniformément sur [1, +oo[

n=1

= Donc selon la théoréme de dérivation la somme f(x) est de classe Cl sur [1, +oo[



